MATHEMATIQUES 


Escher : I’enigme resolue 

du dessin inacheve 


Un documentaire raconte comment une equipe de mathematiciens a reussi a 
reconstitner Vespace laisse vide dans un dessin d’Escher, le maitre du paradoxe visuel. 


Un dedale de courbes et de car- 
res deforme, etire, enroule qui 
converge vers une zone vierge 
de tout trait: Exposition d’es- 
tampes n’est pas la plus connue 
des oeuvres du Neerlandais 
Maurits Cornells Escher (1898- 
1972), mais surement la plus 
surprenante, a cause de son 
caractere inacheve. II y a quel- 
ques annees, un groupe de 
mathematiciens de l’universite 
de Leyde (Pays-Bas) a reussi a 
reconstituer cet espace laisse 
vide. Le resultat, publie dans un 
journal specialise (1), est pre¬ 
sente dans quelques laboratoi- 
res de mathematiques a travers 
l’Europe et l’Amerique du Nord. 
C’est alors que Francois Berge¬ 
ron, chercheur au departement 
de mathematiques de l’univer- 
site du Quebec, a Montreal, a 
connaissance de ce travaiL Sou- 
cieux de jeter un pont entre la 
science des abstractions et 
d’autres disciplines, il en discu¬ 
te avec son frere Jean, un des 
rares membres de leur nom- 
breuse famille a ne pas etre 
devenu mathematicien... mais 
cineaste! Quatre ans plus tard, 
sort un film documentaire (2) 
qui fait le point sur cette etran- 
ge proximite de pensee entre 
les demarches artistique et 
mathematique... 

Les deux freres ne sont pas si 
eloignes qu’on pourrait le pen- 
ser. Lorsqu’il etait enfant, Jean 
Bergeron restait des heures a 
observer les etranges dessins 


symetriques d’Escher, des for¬ 
mes geometriques imbriquees 
qui racontaient des scenes logi- 
ques. Les escaliers dessines 
avec precision menaient dans 
une perspective irreprochable a 


un etage superieur duquel par- 
taient une serie de couloirs. 
Chacun pouvait suiwe dans sa 
pensee le chemin d’un prome- 
neur virtuel, gravissant les mar¬ 
ches et se retrouvant au som- 


met de la construction... Sauf 
que, malgre sa logique intrinse- 
que, la realisation d’une telle 
structure se revelait toujours 
impossible, restant a jamais 
hors de portee des architectes. 
Ces oeuwes logiques epatent de- 
puis toujours les mathemati¬ 
ciens : celui qui les a realisees 
ne pouvait etre qu’un genie de la 
perspective, un virtuose de la sy- 
metrie et de la distorsion de l’es- 
pace. Mais sans le moindre ordi- 
nateur poui' calculer et tracer 
precisement, le travail de Mau¬ 
rits Comelis Escher releve, aux 
yeux des specialistes, tout bon- 
nement de l’impossible... Car 
l’artiste n’avait pas vraiment la 
bosse des maths au sens acade- 
mique. Ses differents biographes 
rapportent meme que ses con- 
naissances dans ce domaine se 
limitaient aux bases enseignees 
a l’ecole secondaire. 

Une oeuvre se distingue des 
autres. Une etrange lithogra- 
phie realisee en 1956 et bapti- 
see Prentmtentoonstelling en 
neerlandais et traduit par Print 
Gallery en anglais ou Exposi¬ 
tion d’estampes en frangais. 
Elle represente, en avant-plan, 
une fenetre a travers laquelle 
fobservateur distingue un hom- 
me qui regarde des tableaux ac- 
croches au mur dans une expo¬ 
sition d’estampes. L’un d’eux 
represente un port, avec une 
rangee d’immeubles et un navi- 
re. Puis au fur et a mesure que 
le regard se deporte vers la droi- 



Cette boule de cristal dans laquelle se reflete I’image de I’artiste est I’un des 
multiples autoportraits d’Escher deformes et mis en scene (1935). 
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te, les immeubles jaillissent 
du cadre, puis de la fenetre, 
dans un mouvement de tor¬ 
sion... tandis qu’un etage de- 
vient meme la galerie ou se tient 
l’observateur. Celui-ci se trouve 
done inclus dans Festampe 
qu’il observe. En quelque sorte 
il se regarde observer... 

« Cette premiere caracteristi- 
que est appelee autosimilarite 
en mathematiques. Uexemple 
le plus parlant est la boite du 
celebrefromagefondu La Vaehe 


qui rit: les boueles d’oreiUes de 
cette vaehe hilare representent 
une vaehe hilare qui porte des 
boueles d’oreiUes qui represen¬ 
tent. .. et ainsi de suite », expli- 
que Francois Bergeron. Mais ce 
n’est pas tout. A cette autosimi¬ 
larite, Escher ajoute une torsion 
qui deforme l’image. Les lignes 
de fuite aboutissent au centre 
de la lithographic qui se trouve 
soudainement vide. 

Cet espace blanc a enflamme 
les esprits. Certains y ont vu 



une impossibilite technique de 
continuer cette convergence 
vertigineuse vers un point, 
d’autres ont disserte sur l’esthe- 
tique d’une oeuvre inachevee, 
d’aucuns ont jure que cet espa¬ 
ce vide etait la pour interpeller, 
tandis que quelques puristes 
soutenaient que le vide etait bel 
et bien intrinseque a la lithogra- 
phie de l’artiste. 

Jean Bergeron reprend la paro¬ 
le :« Lorsquefetais etudiant en 
sciences cognitives, fai • • o 


Details a la loupe 

« Exposition d’estampes », 
I’ceuvre inachevee d’Escher, 
dont le centre est laisse 
vierge, met en scene, 
par un jeu de rotation et 
de torsion, un observateur 
qui se regarde observer. 

Les details n’apparaissent 
qu’a la loupe et 
en effectuant 
un agrandissement de 
I’ensemble. 
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Les etapes d’une reconstitution 




Comment parvenir a combler le vide laisse au 
centre ^Exposition d’estampes ? L'equipe de 
Hendrik Lenstra (ci-dessous), de I’universite de 
Leyde, a d’abord retrouve la grille de torsion 
(a gauche) utilisee par I’artiste Maurits Cornelis 
Escher. Puis les chercheurs ont tente de 
comprendre la structure mathematique qui se 
cachait dans cestraces tortueux. lls ont compris 
qu’il s’agissait d'une combinaison de plusieurs 
fonctions : dilatation, torsion, projection 
conforme - une operation qui conserve les 
angles de la grille. En utilisant ces regies 
mathematiques, ils ont calcule les differentes 
etapes de la reconstitution... (1, 2, 3 et 4) qui ira 
se placer au centre d 'Exposition d’estampes . 

Le dessin final 
(5, a droite), 
difficile a 
realiser, est 
I’oeuvre de 
I’artiste 
neerlandaise 
Jacqueline 
g Hofstra. 



• • • euun professeur qui se 
reclamait du celebre Douglas 
Hofstadter, aujourd’hui profes¬ 
seur de sciences cognitives d 
Vuniversite du Michigan (Etats- 
Unis) et auteur d'un livre tres 
remarque dans lequel, U com- 
mente Exposition d’estampes 
d’Escher (3). R y ecrit: “Si cette 
tache parait etre un defaut , le 
defaut estpeut-etre enfait duns 
nos attentes , car Escher n’aurait 


pas pufinir cette partie du ta¬ 
bleau sans violer les regies selon 
lesquelles il le dessinait. ” (4) Et 
U conclut: “le centre de la spi- 
rale est, et doit etre incomplet. ” 
Cette idee meperturbait comme 
si on opposait une limite a 
Vesprit. » 

Vingt arts plus tard, lorsque Jean 
apprend par Francois que l’oeu- 
vre d’Escher a ete completee, il 
decide de renouer avec ses pas¬ 


sions d’antan et d’elaborer un 
documentaire autour de cette 
fascinante histoire. 11 retrouve 
alors Hendrik Lenstra, auteur 
de ce travail avec Bart de Smit, 
et fascine par Escher depuis 
son adolescence. Ce mathema- 
ticien est aujourd’hui profes¬ 
seur emerite a l’universite de 
Califomie, a Berkeley, et ensei- 
gne a Leyde aux Pays-Bas. Mais 
jusqu’en 2003, il partageait son 


temps entre l’Europe et les 
Etats-Unis.« Cest dans un avi¬ 
on entre New York et Amster¬ 
dam , en feuilletant le magazi¬ 
ne de la compagnie aerienne 
que je suis tombe sur une re¬ 
production d ’Exposition d’es- 
tainpes dEsche r, raconte-t-il. Je 
connaissais cette lithographic, 
mais c’etait la premiere fois 
que je Vobservais avec un re¬ 
gard de mathematicien . » 
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Pendant le vol, Hendrik Lenstra 
reflechit. Au bout du compte, il 
lui semble evident que ces cour- 
bes suivent une loi mathemati- 
que qu’il faut trouver pour pou- 
voir combler Tespace vide. 

Arrive a Amsterdam, il entre- 
prend une recherche documen- 
taire, et se penche sur un livre 
devenu celebre, la Magie de 
M. C. Escher (5). 11 a ete redige 
par Hans de Rijk, ami d’Escher, 
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sous le pseudonyme de Bruno 
Ernst. « J'ai ainsi appris que 
Vartiste avait d’abord construit 
une grille deformee pour placer 
son dess in, element par ele¬ 
ment, Avec Bart de Smit, nous 
avons decouvert la solution - 
theorique - en quelques jours, 
explique Hendrik Lenstra. Puis 
il a fallu trouver les moyens 
techniques pour realiser le cen¬ 
tre du dessin: programma tim 


numerique, calcul, emploi des 
merries procedes, le, tout en con¬ 
tinuant le travail d’enseigne- 
ment et de recherche que nous 
menions par aiUeurs. » Trois 
ans apres, les courbes du fa- 
meux tableau se prolongeaient 
enfin jusqu’a leur centre! 

La premiere etape etait done 
d’etudier la grille de deformation 
utilisee par Escher (voirfigure 
p. 72 ): elle presente une expan¬ 


sion circulate continue, « une 
dilatation femnee en forme 
d’anneau ne commengant ni ne 
finissant nude part», selon les 
mots d’Escher lui-meme. De fait, 
si l’on dispose d’une loupe pour 
agrandir le dessin et y voir les 
details - en regardant dans le 
sens inverse des aiguilles d’une 
montre les dimensions se trou- 
vent divisees par quatre a cha- 
que coin. Ainsi, le jeune • • • 









































































Escher et les mathematiques 


L orsqu'il eut termine Exposition 
d'estampes, Escher regut la visite de 
deux mathematiciens enthousiastes 
qui lui dirent: « Vous avez trace la 
une surface de Riemann. » Devant son 
incredulite, ilss’expliquerent; cela ne 
sert pas dans la vie de tous les jours, mais 
dans cette branche des mathematiques 
que Ton nomme la geometrie 
non euclidienne, celle ou la somme des 
angles d'un triangle n'equivaut 
pas forcement a 180 ° comme nous 
I’apprenons habituellement a recole. 

En effet, si I'on trace un triangle sur 
une sphere, sa surface depasse celle de 
ses homologues dessines sur une feuille 
de papier. Une telle surface bizarroide 
intervient justement pour decrire 


respace-temps de la relativite generate 
d’Einstein, avec des creux et des bosses, 
en fonction des masses qui y sont 
presentes : un tissu elastique plus ou 
moins deforme par la masse 
des objets qui y figurent... 

De meme, une des figures geometriques 
qui explique I'impossibilite des 
constructions d’Escher est le tripoutre ou 
le tribarre. Cet objet mathematique 
- aussi appele triangle de Penrose - 
a ete decouvert par le celebre physicien 
anglais sir Roger Penrose : il s’agit de trois 
poutres carrees qui s’entrecroisent deux 
par deux perpendiculairement. Sous 
differentes perspectives, on peut avoir 
I’impression qu’il est contenu dans un 
plan. C’est (’utilisation detels objets 



les cotes, perpendiculaires 
deux a deux, peuvent 
sembler un triangle ferrne 
sous certains angles. 

qui rend I’oeuvre d’Escher logique 
visuellement et pourtant irrealisable. 
N'ayant jamais etudie les mathematiques. 
Escher se contentait de repondre : 

« Et encore, vous ne savez pas 
ce que j'ai en fete. » 


• •• homme en bas a gauche 
est represente quatre fois plus 
petit s’il est reproduit en haut a 
gauche, 16 fois s’il est en haut a 
droite, 64 fois en bas a droite, et 
256 fois plus petit lorsque Ton re- 
vient au point de depart... Le jeu- 
ne homme doit done etre repre¬ 
sente au meme endroit a deux 
echelles differentes.« Puisque le 
dessin est autosimilaire, la 
meme figure a subi exactement 
un agrandissement de 256 », 
explique Frangois Bergeron. 

La dilatation ainsi resolue, les 
chercheurs se sont interesses a 
la torsion. Or, des qu’un infor- 
maticien tapote sur quelques 
touches pour obtenir une image 
tordue, il utilise en realite des 
nombres complexes (6). Les 
mathematiciens font appel a ces 
nombres pour travailler dans un 
plan. Alors que les nombres en- 
tiers (1, 2, 3...) et les nombres 
decimaux (1,1...) peuvent se 
placer sur une droite graduee, 
les nombres complexes sont re¬ 
presents par un point dans un 
plan et possedent une « abscis- 
se » etune « ordonnee », projec¬ 
tions sur deux axes perpendicu¬ 
laires du plan. Ds sont appropries 
a la description des phenome- 
nes ondulatoires, periodiques, 
c est-a-dire nombre de pheno- 
menes naturels, depuis l’orbite 
des planetes jusqu’aux circuits 
electriques... 


Autosimilarite, utihsation des 
nombres complexes, voila deja 
deux indices pour decrypter la 
lithographie d’Escher. Mais 
l’equipe de Leyde a aussitot re- 
leve un autre detail qui apparais- 
sait dans la description meme 
d’Escher: entre la grille redres- 
see et celle utilisee par Escher, 
les angles ont les memes va- 
leurs. La torsion est telle que 
les angles droits restent droits 
meme lorsque la grille est tor- 
due. Les cartographes connais- 
sent bien ce genre de transfor¬ 
mations qui conservent les 
angles et permettent de retrou- 
ver lors de projections de cartes 


la realite des distances entre 
deuxvilles. Cestransfonnations 
sont appelees « conformes ». 
L’enigme du tableau pouvait 
alors etre resolue. 

Pour cela, le probleme mathe¬ 
matique a necessity un travail 
conceptuel utilisant les proprie¬ 
ty d’une classe de courbes tres 
particulieres que les mathema¬ 
ticiens appellent dans leur jar¬ 
gon « courbes elhptiques ». Les 
chercheurs ont ainsi trouve 
l’equation mathematique qui 
sert de base a Exposition d'es¬ 
tampes. Des lors, ils pouvaient 
reconstituer l’ensemble du ta¬ 
bleau. .. qui a trouve un centre 




forme d’immeubles entortiliy 
et de minuscules details. 

Quant aux puristes qui avaien: 
defendu la necessite de conser- 
ver cet espace vide, certains ont 
reagi en arguant que l’oeuvre 
d’un artiste ne peut etre comple- 
tee sur la foi d’une prevision ma¬ 
thematique. Ce a quoi Hendrik 
Lenstra repond: « Je suis sur 
qu’Escher aurait aime cet es- 
sai, De plus nous ne Vavons ja¬ 
mais presente comme un tra¬ 
vail artistique.» Une structure 
impossible comportant une logi¬ 
que mathematique d’une rigueur 
redoutable. D’ailleurs l’artiste 
lui-meme n’aimait-ilpas repeter: 
« J’essaie dans mes estampes 
de montrer que nous vivons 
dans un monde merveiUeux et 
ordanne » ? Azar Khalatbari, 
envoyee speciale a Montreal 


(1) Notices of the American Mathe¬ 
matical Society, avril 2003. 

(2) Achever I’inachevable, de Jean 
Bergeron, distribue par Locomotion 
films. 

(3) Godel, Escher, Bach, les brins 
d’une guirlande eternelle, de Douglas 
Hofstadter InterEditions, 1980, prix 
Pulitzer 1980. 

(4) Traduction de I’edition frangaise 
de 1985 par Jacqueline Henry et Ro¬ 
bert French. 

(5) Reedite chez Tascher et & paraTtre 
en mars. 

(6) Un nombre complexe s'ecrit sous 
la forme de z = a + ib ou a et b sont 
des nombres reels et i est la racine 
carree de -1. 






























